Concours Général / Exercice 3 /2023

Polyn6mes et polygones réguliers

Le plan est rapporté a un repére orthonormé %¢ = (0;7, J).
Soit k un entier tel que k = 3. Les points My, My,..., M sont les sommets d'un polygone régulier de
centre O si ces points

> sont deux a deux distincts,

= apparaissent dans le sens trigpnométrique (c'est-a-dire le sens contraire des aiguilles d'une montre)

sur un méme cercle de centre O, et

> vérifient l,égﬂ.ﬁté M]_Mz = M2M3 == Mﬂ.‘—l Mj( = MkM]_L

En particulier, pour k =3, il s'agit d'un triangle équilatéral; pour k =4, il s’agit d'un carré.

Pour tout entier d = 0, une fonction P est un polynome de degré d s'il existe des réels ay, ay,..., a4 tels
que ag #0 et

P(x)= adxd + ad_lxd_l +oeet azxg +arx+dap
pour tout réel x; on pourra admettre que, pour un tel polyndéme, I'équation P(x) = 0 admet au plus d
solutions réelles.

Quant 4 elle, la fonction
P:x—0

est appelée le polynome nul.
Enfin, étant donné un polynéme P (nul ou non), on note ¥p la courbe représentative de P dans le re-
pére %.

Partie A : Triangles équilatéraux

1) Soit P un polynéme de degré 1. Existe-t-il un triangle équilatéral dont les sommets appartiennent
a€p?
2) On considére les points
=], e
3

A(],E),B
3

a) Démontrer que A, B et C sont les sommets d'un triangle équilatéral de centre O.

g

et C([I,—@].
3

b) Démontrer que les points A, B et C appartiennent a la courbe représentative du polynome
Q:x— ?[3.{2—2].
c) Démontrer que les points A, B et C appartiennent a la courbe représentative du polynéme
R: x— ? (35" —2) + x(x*-1).

d) Démontrer que, pour tout entier d = 2, il existe un polynéme de degré d dont la courbe repré-
sentative contient les points A, B et C.



Partie B : Carrés de centre O

Dans les questions 3) et 4), on considére un polynéme P et un carré ABCD de centre O dont les quatre
sommets appartiennent a €p.

3) a)

b)

Exprimer les coordonnées des points B, C et D en fonction de celles de A. Démontrer que les
abscisses de A, B, C et D sont distinctes et non nulles.

Démontrer que P est non nul et que son degré vaut au moins 3.

4) On suppose dans cette question qu'il existe des réels a, b et c tels que

a)
b)

c)

d)

e)

b)

P:x—x +axX’+bx+c.

Démontrer que a=0et ¢ =0.

Démontrer que les abscisses respectives de A, B, C et D sont solutions de I'équation

P(P(x))+x=0.

Démontrer que le polynome
Q: x—x*+3bX 2 +3P 2 + bR+ Dx+ P +1

admet au moins deux racines positives distinctes.

Démontrer que b < 0.
On suppose qu'il existe deux réels a et ftelsque O<a < fet
Q) = (x—a)*(x-p)°
pour tout réel x. Démontrer qu'alors b = —V/8, puis déterminer les valeurs de a et f.

Démontrer qu'il existe un polynéme P de degré 3 et un carré ABCD de centre O dont les
sommets appartiennent a €p.

Pour quels entiers d existe-t-il un polynome de degré d dont la courbe représentative contient
les points A, B, C et D obtenus en question 5)a)?

Partie C : Oi1 'on prouve que d = k-1

Soit My M>--- M. un polygone régulier de centre 0. On suppose dans cette question qu'il existe un po-

lynéme P,

de degré d, dont la courbe contient les points My, M>,..., M. On souhaite alors démontrer

qued=k-1.

Pour tout i, on note (x;, y;) les coordonnées de M; dans le repére 2.

6) a)
b)

c)

d)
e)

f)

Pourquoi peut-on supposer que x; est inférieur ou égal a x,, x3,..., X} et que y; =07

Démontrer que les abscisses x; sont deux & deux distinctes et que les ordonnées y; sont non
nulles.

Démontrer qu'il existe un nombre réel R > 0 et un nombre réel § appartenant a l'inter-
valle |0,/ k[ tels que x; = —Rcos(f) et y; = —Rsin(d).

Démontrer que xX) < Xp <X2 < Xp—] <X3< X2z <
Démontrer que P admet une racine sur chacun des k —1 intervalles

I, 2 [ 1 X, X [ 122, X [ ) X1, 23 [ 123, X2 [ -

En conclure que d = k—1.



Partie D : Oi1 I'on prouve que tout entier d = k — 1 convient

On suppose dans cette partie que les abscisses x; sont deux a deux distinctes et on veut démontrer
que, pour tout entier d = k—1, il existe un polynéme de degré d dont la courbe contient les points
M, M,,..., M.

7) Soit a et b deux réels. Dans le repéere %, on considére les points
Alcos(a),sin(a)), B(cos(a+ b),sin(a+ b)) et C(—sin(a), cos(a)).

a) Démontrer que le repére &' =(0; a;l. O_.C} est orthonorme.
b) Quelles sont les coordonnées du point B dans le repére %'?
c) En déduire que
cos(a+ b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b) ;

cos(a— b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

8) On considére la suite de polyn6mes définie par T: x— 1, TI: x—x et
Thyot x—2xTpy (x) = Ty (x)
pour tout entier n = 0.
a) Démontrer que T, (cos(0)) = cos(nfl) pour tout entier n = 0 et tout réel 4.
b) Soit & un réel, et soit £ = 1 et j = 0 deux entiers. Démontrer que
Trq (cus [ﬂ' + ZJTH]J —cos(f) cos (B + ZITH] = sin(#£@)sin (6‘ + ZJITHJ !

c) Démontrer que, pour tout entier d = k— 1, il existe un polynéme de degré d dont la courbe
contient les points My, Ma,..., M.



